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KAPITEL 1

Einleitung

1. Vorwort

In dieser Arbeit beschiftigen wir uns mit einem klassischen Problem. Gegeben
eine Familie von Kurven C; C X,t € P* auf einer glatten, projektiven Fliche X
iiber C, wieviele Kurven sind singulér?

Im Fall von K3 Flidchen haben Yau, Zaslow ([21]) diese Zahlen mit den Ko-
effizienten gewisser Modulformen in Verbindung gebracht (vgl. Beauville ([2]). Sie
benutzen dabei Eulerzahlen von kompaktifizierten Jacobivarietiten. Mit Hilfe von
Gromov-Witten-Invarianten konnten Bryan und Leung in [4] dieses Resultat ver-
allgemeinern.

Wir verfolgen in dieser Arbeit einen konzeptionell anderen Ansatz, der sich di-
rekt auf eine erweiterte Fragestellung verallgemeinern liasst: Wieviele Kurven haben
Singularititen von einem speziellen Typ?

Der Typ einer (endlich bestimmten) Singularitéit (C, ) wird durch das endliche
Unterschema S := Spec(O¢ ,/m2*) C C fiir ein m > 0 festgelegt. Die Frage, ob
eine Kurve C eine Sigularitdt vom Typ S hat, ist demnach &quivalent zu der Frage:
Hat C ein (endliches) Unterschema isomorph zu S7

Wir benutzen das Hilbertschema X[ um diese Frage zu beantworten: Nach
Definition ist X"} die Menge aller nulldimensionalen Unterschemata von X, deren
Koordinatenring Vektorraumdimension n hat. Diese Menge trigt nach einem Satz
von Grothendieck ([11]) selbst wieder die Struktur eines projektiven Schemas. Die
Menge aller Unterschemata von X, die isomorph zu S sind, definiert eine (lokal)
abgeschlossene Teilmenge von X ™.

Die Zahl der singuldren Kurven im System (C}); vom Typ S kénnen wir nun
als Schnittzahl der folgenden Untervarietiten von X[ x P* schreiben:

Ss={(At)|A=S} wd Z={(At)|AcCC ).

Um diese Zahl auszurechnen, miissen wir die Fundamentalklassen bestimmen und
das Cup-Produkt dieser Kohomologieklassen iiber X [™ xP* integrieren. Dazu bendti-
gen wir eine Beschreibung des Kohomologierings des Hilbertschemas.

Die Kohomologie des Hilbertschemas wurde von verschiedenen Autoren intensiv
studiert. Gottsche berechnet in [7] die Bettizahlen des Hilbertschemas, Nakajima
konstruiert in [19] eine geometrische Basis der Kohomologie, welche die Berechnung
der Cup-Produkt-Paarung erlaubt. Dazu definiert er auf der Gesamtkohomologie
aller Hilbertschemata

H:= P (x", C)

n>0

Endomorphismen ¢;[u], die von einer Zahl ¢ und einer Klasse u € H(X) abhéingen.
Sind v = [V] und a = [W] die Fundamentalklassen von Untervarietiten V' C X und
W c X" so ist ¢;[u]a die Fundamentalklasse der Untervarietit von X[+l die
aus W durch Hinzufiigen von in einem Punkt aus V konzentrierten Unterschemata
von X der Linge i entsteht. Wenden wir ¢;[u] auf das Vakuum [{#}] € H(X)) an,
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6 1. EINLEITUNG

erhalten wir also die Fundamentalklasse der Varietét, die konzentrierte Untersche-
mata von V der Linge ¢ parametrisiert.

Wir fithren dieses Programm im einfachsten Spezialfall eines einfachen Dop-
pelpunktes N = Spec(C[z,y]/(z,y)?) durch und damit beweisen einen Teil des
Resultates von Bryan und Leung:

Satz 1.1. Sei X eine K3 Fliche, L € Pic(X) ein Geradenbiindel und V C
H°(X, L) ein linearer Unterraum der Dimension 2. Fir alle [s] € P := P(V) habe
V(s) hochstens einen Doppelpunkt. Dann gilt:

#{[s] € P | V(s) singulir} = /[5N].[Z] =24+ 3/01(13)2.

Um [Z] zu bestimmen, schreiben wir Z als Verschwindungsort eines getwiste-
ten tautologischen Biindels und erhalten die Fundamentalklasse somit als hochste
Chernklasse.

Die spezielle Gestalt von [Z] und dy = X erlauben in diesem Fall einen direk-
teren Beweis ohne Verwendung der vollen Information iiber [0y]. Trotzdem geben
wir eine vollstédndige Beschreibung dieser Klasse in der Nakajimabasis:

SATZ 1.2. Sei X eine projektive K3 Fliche, X131 das Hilbertschema von 8 Punk-
ten auf X. Das abgeschlossene Unterschema

on = {A e XPI H(04) = Cla,y]/(2*, zy,2%)}
hat die Fundamentalklasse
6] = 24gs[vol] |0) +3 g [vollgi [vollg: 1] |0) +3 > qa[vollgi [v']q1 [v] [0)

l

= 24 ¢3[vol] |0) +Q(1,1,1)[1] 0) .

Dabei sind v* € H*(X) eine Orthogonalbasis und q;[] die Nakajimaoperatoren.*

Um diesen Satz zu beweisen, miissen wir Klassen o € X¥ finden, fiir die wir
einerseits eine Beschreibung in der Nakajima-Basis haben, andererseits aber [[d].«
aus geometrischen Uberlegungen bestimmen kénnen. Wir verwenden dazu Chern-
klassen tautologischer Biindel. Die Darstellung dieser Klassen in der Nakajima-Basis
wurde von Lehn in [15] bestimmt. Auflerdem benétigen wir fiir die Berechnung von
c? eine Beschreibung des vollen Cup-Produktes. Lehn und Sorger geben diese fiir
den Fall von K3 Flichen in [16].

2. Bezeichnungen und Konventionen

Fiir eine endliche Menge M bezeichne #M die Anzahl der Elemente. Sei X =
X1 x...x X} ein Produkt von Mengen (bzw. topologischen Riumen, Schemata,. . .)
und I = (i1,...,4;) ein Tupel natiirlicher Zahlen < k. Wir bezeichnen mit

pry:= (pr;,,...,pr;,) : X — Xi, x ... x X,

die Projektion auf den I-ten Faktor.

Es bezeichne Shm die Kategorie der noetherschen, separierten Schemata von
endlichem Typ iiber C. Wir betrachten im Folgenden nur Schemata aus dieser
Kategorie.

Sei X ein Schema, x € X ein abgeschlossener Punkt. Wir bezeichnen mit m, die
Idealgarbe des abgeschlossenen, reduzierten Unterschemas {z} C X.SeiZ C Ox ei-
ne Idealgarbe, das assoziierte Unterschema bezeichnen wir mit V(Z). Sei E ein lokal-
freier, kohérenter Ox-Modul, s € E ein globaler Schnitt. Wir bezeichnen mit V (s)
das Unterschema, das in lokalen Koordinaten E|y = Ox|", slu — (s1,...,5;)

1Vgl. Kapitel 3.
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durch das Ideal (s1,...,5s,) C Ox|y beschrieben wird. V(s) ist also der Verschwin-
dungsort des Schnittes.
Mit Kohomologie meinen wir stets (singuléire) Kohomologie iiber C:

H(X) := H*(X,C)

Mit u.v bezeichnen wir das Cup-Produkt zweier Klassen u,v € H(X). Sei f : X —
Y eine stetige Abbildung zwischen kompakten, orientierten Mannigfaltigkeiten. Wir
definieren eine Gysin-Abbildung f, : H(X) — H(Y) durch f, := PDo f,o PD~.
Dabei bezeichnet PD den Poincaréisomorphismus PD : H*(X,C) — H,(X,C), u —
uN[X] und f, : Ho(X,C) — H,(X,C) die von f induzierte Abbildung zwischen den
(singuléren/Borel-Moore) Homologiegruppen. Die Fundamentalklasse einer orien-
tierten Untermannigfaltigkeit Z C X fassen wir via PD als ein Element [Z] € H(X)
der Kohomologie auf. Es gelten folgende Aussagen (vgl. [9], Anhang B):

i. (Funktorialitét) Sei g : Y — Z, Z eine kompakte, orientierte Mannigfal-
tigkeit. Dann gilt:

(gof)e=gso fu
ii. (Projektionsformel) Sei u € H(X),v € H(Y'), dann gilt:
fo(f* (w)v) = u. fu(v)
iii. (Natiirlichkeit) Sei g : S — Y, S eine kompakte Mannigfaltigkeit. Sei

TL)S

lg/ lg
f
X—Y
ein orientiertes, kartesisches Diagramm, dann ist:
guof"=f"og.

Es sei X eine zusammenhéngende, kompakte, orientierte Mannigfaltigkeit der Di-
mension n. Die Fundamentalklassen von {pt.}, X C X bezeichnen wir mit:

vol := [pt.] € H*(X), 1:=[X]e€H"(X)

Die Schnitt- bzw. Cup-Produkt-Paarung auf H(X) ist die nicht ausgeartete
Bilinearform:

() :H(X)x HX) —C, (u,v) — /u.v

Dabei ist [ : H(X) — H"(X) = C(vol) — C die ausgezeichnete lineare Abbildung
mit [vol =1 und [ = 0 fiir alle u € H*(X), k < n.

3. K3 Flichen
Wir fassen kurz einige Resultate iiber K3 Flichen zusammen (vergleiche [1]):
DEFINITION 1.3. Eine komplexe Mannigfaltigkeit X der Dimension zwei heifit
K3 Fliche, falls:

(1) X kompakt,
(2) W' (Ox) = dime HY(X,Ox) = 0 und
(3) wx =detQx =2 Ox.

Es sei X eine K3 Fliche. X ist als komplexe Mannigfaltigkeit auf natiirliche
Weise orientiert.
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Die Eulercharakteristik der Strukturgarbe x(Ox) ist 2, denn h'(Ox) = 0 und
nach Serre-Dualitit: h2(Ox) = h°(Ox ® wx) = h°(Ox) = 1. Noethers Formel
liefert also:

24 — 12y(Ox) = /ci(X) +es(X),

Da ¢}(X) = cf(wx) = 0 folgt [c2(X) = 24 und somit auch fiir die topologi-
sche Eulercharakteristik e(X) = [co(X) = 24. Jede K3 Fliche ist Kéhlersch.
Wir erhalten aus der Hodgezerlegung by (X) = dimec H'(X) = 2h'(Ox) = 0. Aus
Poincarédualitét folgt nun b3(X) = 0. Zusammen mit e(X) = 24 erhalten wir
ba(X) = 22. Bettizahlen von X sind also:

bo=1,b1 = 0,by = 22,b3 = 0,bs = 1

Wir benétigen einige weitere charakteristische Klassen von X:

(1.1) c(X) =1+ 24vol
(1.2) ch(X) =2+ ci1(X) + %(cl(X)2 —2¢5(X)) =2 —24vol
(1.3) td(X) =1+ %cl(X) + %(cl(X)Z F (X)) =1+ 2vol

Fiir das Cup-Produkt auf einer K3 Flidche halten wir fest: Multiplikation mit
vol ist aus Gradgriinden trivial. 1 operiert als neutrales Element. Die Multiplikation
von zwei Elementen aus H2(X) ergibt ein Vielfaches von vol. Die volle Information
iiber das Cup-Produkt steckt also in der Schnitt-Paarung:

(1.4) q: H*(X,C) ® H*(X,C) — H*(X,C) = C(vol) = C

GENERALVORAUSSETZUNG 1.4. Im gesamten Text bezeichnet X eine glatte
Fliche und (71,...,722) eine Orthogonalbasis von H?(X,C). Die Gesamtkohomo-
logie H(X) wird also frei erzeugt von 1,71, ...,722, vol. Zusatzvoraussetzungen an
X finden sich ggf. am Anfang der jeweiligen Kapitel bzw. Abschnitte.



KAPITEL 2

Das Hilbertschema

1. Einfiihrung

Wir geben eine kurzen Uberblick iiber die grundlegenden Definitionen und
Sétze tiber Hilbertschemata. Eine detailliertere Beschreibung findet sich unter an-
derem bei Lehn [17], Nakajima [19] und Ellingsrud, Géttsche [5].

SaTz 2.1 (Grothendieck [11]). Es sei X ein (quasi-)projektives Schema iiber
C. Der Funktor

Hilb"(X) : Shm® — Set, T—{ZCcTxX| x }
« = Z endlich dber T, pro, (Oz) lokalfrei vom Rang n

wird dargestellt durch ein (quasi- )projektives Schema X ™. Das heift, fiir alle Sche-
mata T dber C haben wir einen natirlichen Isomorphismus (von Mengen):

Homsnm (7, X ") 2 Hilb™ (X) (7).
X heift das Hilbertschema von n Punkten auf X.

Der Name erklart sich aus folgender Beobachtung: Die geometrischen Punkte
von X[ entsprechen genau den endlichen Unterschemata von X der Linge n. Es
gilt ndmlich:

X[(C) := Homghm (Spec(C), X))
={Z c X | dim(Z) =0, dim¢c(H(X, Og)) = n}.

Seien 27 ..., z, € X(C) paarweise verschieden, dann ist {z1,...,2,} C X mit der
reduzierten Unterschemastruktur ein nulldimensionales Unterschema der Lange n.
Ist X eine Fliche, so liegen Punkte dieser Form dicht in X[, Falls X projektiv,
so ist X" also eine Kompaktifizierung des Zustandsraumes aller ungeordneten n-
Tupel.

In Hom(X™, X["]) gibt es ein ausgezeichnetes Element: die Identitit. Diesem
entspricht ein Unterschema: Z,, € X[™ x X, die universelle Familie. Als Menge gilt:

E.={(A,x) | z € supp(A)}.

Jeder Morphismus f € Hom(7T, X[™) faktorisiert iiber die Identitit auf X", Dazu
korrespondiert die Aussage, dass jedes Unterschema Z C T x X, das die Eigenschaf-
ten aus 2.1 erfiillt, als Faserprodukt von Z,, entlang f dargestellt werden kann. Wir
haben damit das folgende Lemma bewiesen:

LEMMA 2.2. Fir alle Z C T x X so, dass Z endlich dber T und pry,(Oz)
lokalfrei vom Rang n, gibt es genau einen Morphismus f : T — XU mit der
Eigenschaft, dass Z = fx*(2), fx = f x idx.

Satz 2.3 (Fogarty [6]). Sei X eine glatte, zusammenhdngende, quasiprojektive
Fliche. Dann ist fiir jedes n € N das Hilbertschema X™ glatt, zusammenhingend
und 2n-dimensional.
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2. Die kleine Diagonale

Sei nun X eine glatte, quasiprojektive Fliche iiber C. Wir wollen uns zunéchst
einen Uberblick iiber die (abgeschlossenen) Punkte von X verschaffen. Ist A ein
nulldimensionales Unterschema mit Tréger {x1, ...,z }, so addieren sich die Lingen
von A,, zur Liange von A auf. Wir sortieren nach Kardinalitdt von supp(A):

#supp(A) = 3: Nur das reduzierte Unterschema mit Triger supp(A4) hat Linge 3.

# supp(A) = 2: Ohne Einschriankung sei A, reduziert. A, ist ein Unterschema der
Lange 2. Dieses wird durch die Einbettung seines Tangentialraums in Tx
eindeutig festgelegt. Es gilt O4 , = C[z]/(z?).

#supp(A) = 1: Schemata dieses Typs nennen wir konzentriert. Wir unterschei-
den zwei Typen: Die kurvilinearen Punkte sind Keime glatter Kurven.
Fiir diese gilt: O4 = Clz,y]/(z,y)® + (z* — y). Die fetten Punkte haben
Koordinatenring O = Clx,y]/(z, y)%.

Wir werden in diesem Abschnitt sehen, dass die Menge aller fetten Punkte ein
abgeschlossenes Unterschema & in X ¥ bildet: die kleine Diagonale. AuBerdem kon-
struieren wir einen Isomorphismus: X — 4, der als Abbildung von Mengen durch
die Zuordnung = — V(m?2) gegeben ist.

Die Diagonale A C X x X ist ein abgeschlossenes Unterschema, die assoziierte
Idealgarbe bezeichnen wir mit Za. Ein weiteres abgeschlossenes Unterschema A2
wird durch Z% definiert. Die Faser der Projektion iiber einem (abgeschlossenen)
Punkt » € X ist gegeben durch V(m2) C X. Da X Dimension 2 hat, ist dies ein
Unterschema der Lange 3.

LEMMA 2.4. Die Einschrinkung der Projektion p := pry [az : A% — X st end-
lich. p«(Oaz) ist lokalfrei vom Rang 3. A% C X x X induziert daher eine Abbildung:
§: X — XxBIL

BEWEIS. Die Inklusion A C A? induziert eine exakte Sequenz auf AZ:
O *)IA,AQ — OAZ E— OA e 0

Es gilt nun Za a2 = Za/Z42 = A.(Qx) nach Definition von Qx. Die Fasern der
Projektion auf den ersten Faktor p := pr; | a2 bestehen aus einem (nicht reduzierten)
Punkt. In diesem Falle ist p, nach ([12], III, 11) exakt. Wir erhalten eine exakte
Sequenz auf X:

0 — Qx — p.(Oprz) — p.(Oa) — 0.

Da Oa = AL (Ox) ist, gilt p.(Oa) = Ox. Nun ist Qx lokalfrei, da X glatt. Nach
dem néichsten Lemma ist in dieser Situation p,(Oaz) lokalfrei vom Rang 2+ 1 = 3.
Fiir eine offene affine Menge U C X faktorisiert p~}(U) «— X x X iiber U x U —
X x X. Somit ist p ein affiner Morphismus. Zusammmen mit p,(Oaz2) kohiirent
folgt p endlich. (|

LEMMA 2.5. Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Sei M ein R-Modul und
0—R"—M-—R"™—0
eine exakte Sequenz. Dann ist M frei vom Rang n + m.

BEWEIS. R™ ist frei also projektiv. Somit spaltet die Sequenz und M = R™ @
R™ — Rn+m_ O
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LEMMA 2.6. 6 : X — X ist eine abgeschlossene Einbettung.

BeEwEIS. Fette Punkte A € XDl lassen sich durch die Eigenschaft Q4(p) =
Qx (p) oder dquivalent dimg Q4 (p) > 2 fiir p € supp(A4) charakterisieren. Sei =3 C
X x XBI die universelle Familie. Die relative Kotangentialgarbe Q2=,/x hat die

Eigenschaft, dass Qz,,x(4,p) = Qa(p) fiir alle (4,p) € X" x X. Es sei
D= pra({(4,p) | dim Qz, /x (4, p) > 2}).
Nach ([12],111,12) ist dies ein abgeschlossenes Unterschema. Wir geben D die re-
duzierte Schemastruktur. § : X — X[ faktorisiert iiber D, da fiir alle z € X gilt:
dim(Qz,/x (6(2))) = dim(Qaz,/x (z, 7)) = 2.
Wir wollen nun zeigen: § : X — D ist ein Isomorphismus. Als Menge ist diese

Aussage klar. Um die Aussage fiir Schemata zu gewinnen, konstruieren wir eine
Inverse: Betrachte den Hilbert-Chow Morphismus (vgl. [17])

p: XBl 583X A Z Liange(Oaz) - @
zeX

in das Symmetrische Produkt S"X = X3/&3. Die Einschriinkung von p auf D
faktorisiert iiber die Diagonaleinbettung X — S3X, x — 3z. Wir erhalten einen
Morphismus r : D — X, der invers zu § als Abbildung von Mengen ist. Aus dem
néchsten Lemma folgt: § ist ein Isomorphismus. O

LEMMA 2.7. Seien X reduziert (separiert und von endlichem Typ iiber C),
f: X =Y, 9:Y — X Morphismen mit go f = idx als Abbildung von Mengen,
dann ist go f =idx als Morphismus von Schemata.
BEWEIS. Betrache den Morphismus:
d:=(idx,gof): X — X x X.

Nach Voraussetzung bildet d abgeschlossene Punkte in die Diagonale A C X x X
ab. X ist von endlichem Typ iiber C, daher werden auch alle generischen Punkte
von X nach A abgebildet. d faktorisiert also iiber A als Abbildung topologischer
Raume. Da X reduziert ist, faktorisiert d auch als Abbildung von Schemata (vgl.
[10],5.2.2). Das ist aber dquivalent zu go f = idx. O

3. Schnittmultiplizitdten

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit (C?)Bl. Seien C := C x {0} und
D := {0} x C C C? die beiden Koordinatenachsen.

SaTz 2.8. Seien € und ® die reduzierten Untervarietiten von (C?)Bl gegeben
durch:
¢:={Ae (CHP|0esupp(A)}
und

D= {{a,b,c}rea C X |a € C,b€ D,c € C? a,b,cverschieden} 2*TsM.

Es gilt:
/[e].a —3 und /[@}.(5 —6.

DEFINITION 2.9. Sei Z C X ein abgeschlossenes Unterschema. Setze:
Z%=pr; (Z)NE, = {(A,z) |z € Z,x € supp(4)} ¢ X[ x X,
Die Projektion von =, auf X[ ist eigentlich, daher ist das Bild
Z%4 = pr,(pry (Z2)NZE,) = {A| 3z € Z,x € supp(A)}

ein abgeschlossenes Unterschema von XM
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BEWEIS VON SATZ 2.8. € und © sind Untervarietéiten der Dimension vier. §
hat Dimension zwei. Der mengentheoretische Schnitt mit ¢ ist der Punkt V(m3)
und hat somit die erwartete Dimension. Es reicht damit die Schnittmultiplizitét,
d.h. die Lénge des Koordinatenringes auszurechnen.

Mit den Bezeichnungen aus (2.9) ist € = {0} und es gilt offenbar:

cinD? = {A|3a,becsupp(A):acC,be D}
= {{a,b,c}rea C X |a€Cbe D,ccC? a,b,cverschieden}™
U{A € (C*)F! | 0 € supp(A)}
= DUC

Der Schnitt € ND ist gegeben durch

{{0,a,b} |a € CUD,be C? 0,a,b verschieden }~
und hat Dimension 3. Wir schlieSen
(2.1) D =(C'nD\ ).

Wir wollen nun explizit Gleichungen fiir ® und ¢ angeben.

Haben wir Gleichungen fiir Z3 und Z aus (2.9) gegeben, kénnen wir Z* explizit
berechnen. Das Bild Z% unter der Projektion auf den ersten Faktor erhélt man durch
Elimination der Koordinaten von X aus den Gleichungen fiir Z*.

Sind I,J zwei Ideale eines Ringes R, so ist (V(I) \ V(J))~ assoziiert zum
Idealquotient: I : J = {r € R | rJ C I}. Aus (2.1) erhalten wir also auch eine
explizite Beschreibung von ©.

Eine affine Umgebung U des Punktes V(m2) € (C?) ist der Deformations-
raum der endlichen C[z,y]-Algebra C[z,y]/m2. Unter Zuhilfenahme des Computer
Algebra Systems Singular ([20]) berechnen wir:

U = Spec((C[A, Ba 07 D7 Zo, yO])
Die Inklusion nach (C?) wird durch die Familie = = V(I) ¢ U x C?,

I = (3*+ (A7 + By) + 2(AC — B?)
—zy + (B + Cy) + (AD — BC)
7%+ (Cz + Dy) + 2(BD — C?))
T :=1x— X9,y =Yy — Yo beschrieben.

Die kleine Diagonale wird in diesen Koordinaten durch die Gleichung A = B =
C = D = 0 gegeben. Fiir € = {0} berechnet man:

{0y" = VI +(z,y)
= Vi,
Yo — (Azo + Byo) + 2(AC — B?),
—zoyo — (Bzo + Cyo) + (AD — BC),
23— (Co + Dyo) +2(BD — C2))
Man entnimmt dieser Darstellung leicht, dass das Bild unter der Projektion auf

(C?)Bl durch die drei letzten Gleichungen beschrieben wird. Der Schnitt mit § ist
also

V(x37$0y07y(2)7‘4a Ba Ov D)

und hat Lénge 3.
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Fiir ® sind die Rechnungen etwas aufwendiger. Wir verwenden wieder Singular
(4), um Gleichungen fiir die Varietéten

C?=V(2C® - 3BCD + AD*2 + 3C%zy — 3BDxo — )
und
DY =V (2B® —3ABC + A?D + 3B%ys — 3ACyo — y3)

zu bestimmen. Es bezeichne J das von diesen Polynomen erzeugte Ideal. Wir
miissen nun den Idealquotienten J : Ip bestimmen. Dieser wird erzeugt von:

2C* — 3BCD + AD?* + 3C*z — 3BDxy — 3,
2BC? — B*D — ACD + BCxo — ADxg — B}
+2C%yo — 2BDyo + Cxoyo — wayo — Dya,
2B*C — AC? — ABD + 2B%*z — 2ACz¢ — Az}
+BCyy — ADyy + Bxoyo — Cy2 — aoys,
2B — 3ABC + A?D + 3B?y, — 3ACyo — v
Damit wird der Schnitt mit § durch
5, 540, 20Y5, Yo, Ay B, C, D
gegeben und hat Lénge 6. O

4. Anhang: Singular Quelltext

LIB "elim.1lib";
LIB "deform.lib";
LIB "primdec.lib";

ring R=0, (x,y),dp;
ideal m = x2,xy,y2;

// universelle Deformation ausrechenen:
list L=versal(std(m));
def S = L[1];

setring(S);
ideal txi = Fs;
// Beschreibt die universelle Familie im "Schwerpunktsystem".

// Eine &quivalente, symmetrische Form der Gleichungen:
ideal txi =

y2+(Ax+By) + 2x(AC-B2),

-xy+(Bx+Cy)+(AD-BC),

x2 +(Cx+Dy) +2x(BD-C2);

// Erweitere Basisring um "Schwerpunkt Koordinaten":
execute("ring T=0, (" + varstr(S) + ",a,b),dp;");

// Universelle Familie aus S
ideal xi = fetch(S,txi);

xi = subst(xi,x,x-a);

xi subst(xi,y,y-b);
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// unsere Varieté&ten:

ideal C_.u = x + xi; // =9 (W,x) | x \in supp(W) x \in C }
ideal Du =y + xi; // =9 (W,x) | x \in supp(W) x \in D }
ideal ZO_u = x,y +xi; // = { (W,0) | 0 \in supp(W) }

// Die Projektionen auf Hilb3:
ideal C_d = eliml1(C_u,xy);
ideal D_d = elim1(D_u,xy);
ideal IC = elim1(ZO_u,xy);

// Entferne die Schemata mit O im Tré&ger:
ideal ID = quotient(C_d+D_d, IC);

// Koordinaten der Fliche:
ideal base = x,y;

// die kleine Diagonale
ideal Di = A,B,C,D;

// Berechnung der L&ngen:
vdim(std(Di+base+IC));
vdim(std(Di+base+ID));



KAPITEL 3

Die Kohomologie des Hilbertschemas

GENERALVORAUSSETZUNG 3.1. In diesem Kapitel sei X eine einfach zusam-
menhingende, glatte, projektive Fliche. Insbesondere gilt: H'(X) = H*(X) = 0.

1. Die Kohomologie als Vektorraum
Die Bettizahlen des Hilbertschemas sind durch folgende Formel gegeben.
Satz 3.2 (Géttsche [7]).

oo 4n

co 4
(3.1) ZZbi(X[n] i—2ngn _ H H

n=0 i=0

)b 5 (X)

BEISPIEL 3.3. Die Bettizahlen von H*(X]) sind:
by = 1,by = 23,bg = 299, bg = 2554, bg = 299, b19 = 23,b12 =1

BEMERKUNG 3.4. Setzten wir p = 1 erhalten wir eine Formel fiir dim (H(X[™)):

;dim( H(xM)) H 1_q im(H(X))

Damit ist die Vektorraumstruktur von H*(XEBl) bereits eindeutig festgelegt.
Das alleine ist natiirlich noch nicht sehr viel wert. Wir werden im Folgenden eine
Operation der Heisenberg-Algebra auf der Gesamtkohomologie aller Hilbertsche-
mata definieren. Zum einen ist diese Operation geometrisch, das heiffit wir erhalten
eine Basis aus Fundamentalklassen explizit gegebener Untervarietiten. Zum ande-
ren erlaubt diese Zusatzstruktur die Berechnung der Schnitt-Paarung und sogar des
gesamten Cup-Produkts (siehe [16]).

Die Formel von Géttsche legt es nahe, nicht X[ einzeln zu betrachten, sondern
den Vektorraum:

(3.2) @@H x )
n>0 =0

Wir erhalten eine Bigraduierung auf H indem wir einem Element u« € H (X[ C)
Bigrad (n,7) geben. Dabei heifit n das Gewicht und i der (kohomologische) Grad.
Es gilt X% = {0 ¢ X} = {pt.} und damit H(X?) = C. Den Erzeuger mit Integral
1 bezeichnen wir mit [0) € H(X°) c H

2. Die Nakajimaoperatoren
Seien n,: > 0 zwei natiirliche Zahlen. Die Inzidenzvarietét:
Eni = {(A,z,B) € X" x X x XI"* | A € B,supp(Za/Ip) = {z}}.
definiert eine Korrespondenz:

15
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X x X x X[n+d]

% \‘

DEFINITION 3.5. Fiir eine ganze Zahl ¢ € Z und eine Klasse v € H(X) definieren
wir den Nakajima-Operator g;[u] : H — H in dem wir fiir i > 0 und o € H(X™)
setzen:

ui o = g;lular = pry, (pri (). pri(u).[En,]) € HXTH)
und

uiai= g_fulor = (<) pro. (prs(a). prs(u).[Ea i) € HX!™9),
Beachte, dass Z,, o = () und daher go[u] = 0 fiir alle v € H(X).

BEMERKUNG 3.6. Die Abbildung ¢;[] : H(X) — End(H) ist linear.
Die Nakajima-Operatoren sind vertriiglich mit der Bigraduierung. Ist u € H*(X)
ein homogenes Element, so ist ¢;[u] homogen vom Gewicht ¢ und Grad &+ 2(¢ — 1).

BeEwEIS. ! Die einzige nicht triviale Aussage ist deg(g:[u]) = k + 2(i — 1).
Dazu berechnen wir die Dimension von =, ;. Wir zerlegen =,, ; nach der Lénge von
Ong: Bni = ZoUZyU...UZy,, Zi := {(A,B,x) € Z,,; | dmH°(Oa,) = i}.
Wir betrachten die Projektion von Zy auf X[™. Ein generisches Element der Faser
iiber einem Punkt A € X" erhilt man durch Hinzufiigen eines in z € X \ supp(A)
konzentrierten Schemas der Lénge ¢. Nach Briangon ([3]) ist der Modulraum solcher
Schemata (i — 1)-dimensional. Zy hat also Dimension 2n+2+ (i —1) =2n+1i+ 1.

Fiir Z;,© > 1 miissen wir = € supp(A) wihlen. Die Dimension ist daher echt
kleiner der von Zjy. Diese Komponenten tragen somit nicht zur Fundamentalklasse
von =, ; bei.

Es gilt also [2,, ;] € H*" 22X ["] x X"+ x X). Die Pullback Abbildungen pr}
und pr3 sind graderhaltend. Der Grad von prs, ist die negative reelle Faserdimension
—4n — 4. Insgesamt also: deg(g;[u]) = k+ (4n+2i+2) —4n—-4=k+2(i—1). O

SaTz 3.7 (Nakajima [18]). Seien i,j € Z ganze Zahlen u,v € H(X). Es gilt
(3:3) Lqilul, 4;[v]] = @ilulg;lv] — g;[ulailv] = i 6i1; (u, v) idm.

Dabei ist 6; = 0;,0 das Kronekersymbol. Insbesondere kommutieren g; und q; sobald
i und j dasselbe Vorzeichen haben.

DEFINITION 3.8. Sei n = (n1,...,nk) ein Tupel natiirlicher Zahlen, v € H(X)
eine Kohomologieklasse. Es bezeichne my, : H(X)®* — H(X) die k-fache Multipli-
kation, mj die Adjungierte beziiglich der Cup-Produkt-Paarung (a,b) — [ a.b. Wir
definieren den verallgemeinerten Nakajimaoperator w, := g,[u] als die Kompositi-
on:

*
my,

RN H(X)®k ny ®...Qqn,,

H(X) (End(H))®k KOmPositon, o) 4 (H).

3. Fockraum und Heisenberg-Algebra

Wir konstruieren nun eine Beschreibung von H als Modul iiber der Heisenberg-
Algebra.

DEFINITION 3.9. Sei V, g ein endlich dimensionaler C-Vektorraum mit einer
nicht ausgearteten quadratischen Form gq.
Die Heisenbergalgebra iiber V ist die assoziative Algebra:

S:=S(V):=T(V&C[tt'])/R

Wergleiche dazu Nakajima [19].
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dabei ist (T, -, e) die Tensoralgebra und R das von den Elementen:
(u@t) - (vet) —(vet) - (uat) —idijq(u,v)e
1,7 € Z,u € V erzeugte, zweiseitige Ideal von T. Setze fir v € V und i € Z:
Gl i =vi=vet es.
Der Fockraum iiber V ist der Vektorraum:
F:=F(V) := Sym(V @ tC[t])
Dabei bezeichnet Sym die symmetrische Algebra. Das Bild von 1 € C unter dem

natiirlichen Isomorphismus Sym®(V) = C heifit Vakuumuvektor und wird mit |0)
bezeichnet.

BEMERKUNG 3.10. F wird ein S-Modul vermoge:
i>0 : gpluet)=wet) - (uxt’)
qpp)(uet’) =0
i<0 : gl(uet)) = —id;_;q(u,v)|0)
Die dritte Bedingung folgt schon aus der Forderung: Vi < 0: ¢g_;[u] |0) = 0.
BEMERKUNG 3.11. In S gilt:
[qilu], g;[v]] = i6i4; q(u,v) ids.
BEMERKUNG 3.12. Sei by, ...,bx eine Basis von V. Dann ist:
{gi[bj.] - 45, [0;,]10) | I € No, i1, 1,...,4,75 € N}
eine Basis von F. (]

Der Vektorraum F ist graduiert: Das Gewicht eines Elementes (v; ®t%) ... (vp®
ti*) € F setzen wir auf ), i;. Im Falle, dass V selbst graduiert ist (z.B. V =
H*(X)), trdgt F eine weitere Graduierung. Diese ist eindeutig festgelegt durch die
Forderung, dass |0) den Grad 0 trigt und fiir u € HY(X) der Endomorphismus g;[v]
den Grad um d — 2(i — 1) hat.

BEMERKUNG 3.13. Sei F,, der Gewicht-n Anteil von F. Aus der Definition von
F entnimmt man:

> dn(Ey) 1" - Tl‘_[l(llﬁn)dimv.

LEMMA 3.14. Es gibt einen kanonischen Isomorphismus:

k(v)
F, = EB ® Sym"7 (V)

v j=1
wobei die Summe tiber alle Partitionen v = (v1,...,vy) von > . iv; = n lduft. 2

BEWwEIS. Die Basis aus (3.12) ist mit der Gewichtsgraduierung vertréiglich. Um
ein Element vom Gewicht n zu erhalten, muss gelten: i1 + ... + 4, = n. Da alle
auftretenden Operatoren kommutieren (3.11), konnen wir annehmen, dass iy <
1o < ... < q; gilt. Bei Gleichheit bleibt die Reihenfolge der auftretenden Operatoren

unbestimmt. Es ergibt sich die Aussage. O

BEMERKUNG 3.15. Der in (3.2) definierte Vektorraum H triigt eine kanonische
S(H(X))-Modul Struktur. Fiir v € H(X),: € Z ist die Operation der g;[u] € S
durch die gleichnamigen Nakajimaoperatoren ¢;[u] € End(H) gegeben.

2Achtung: v; bezeichnet also die Haufigkeit, mit der der Summand 7 auftritt.
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SaTz 3.16 (Nakajima). Es gibt Isomorphismus von S(H(X))-Moduln:
(3.4) F(H(X)) = H(X).

Dieser ist durch die Forderung |0) — 1y € C = HO(X[O]) eindeutiq festgelegt und
respektiert die Bigraduierung.

BEWEIS. Aus der Forderung |0) — 1y folgt sofort, dass ¢;, [u1]...q;, [us] -
|0) — g, [w1] .- qi, [un] - 1xwo fiir alle n € N, (41,...,4,) € Nj,u; € H(X). Da F
von diesen Elementen erzeugt wird, erhalten wir eine Abbildung. Diese ist injektiv,
da F irreduzibel ist (vgl. [17]). Beide Moduln haben nach der Formel von Gottsche
(3.2) komponentenweise dieselbe Dimension. Es folgt die Surjektivitit. (]

Wir werden ab sofort Elemente von H(X) und F(H(X)) nicht mehr unterschei-
den.

NoTATION 3.17. Um die Formeln besser lesbar zu halten, fassen wir je nach
Kontext Elemente von S durch Wirkung auf das Vakuum als Elemente von F auf.
Zum Beispiel steht 1974 fiir ga[1]q1[v!] |0).

Um die Komposition von Operatoren u;v; von dem Cup-Produkt der Kohomlogie-
klassen u;.v; = u; |0) .v; |0) unterscheiden zu kénnen, notieren wir letzteres immer
mit einem Punkt. Schwierigkeiten kénnen hoéchstens bei der Verwendung von Ex-
ponenten auftreten: Die Potenz u¥ steht immer fiir die iterierte Komposition des
Operators angewendet auf das Vakuum (g;[u])* |0). Die Klasse ¢;[u*]|0) notieren
wir abkiirzend mit (u*); oder etwas konsistenter mit (u"*);. Analog steht (u;)* fiir
das iterierte Cup-Produkt: (g;[u] |0))..... (gi[u] 10)).

Eine Ausnahme bilden dabei die Klassen 7% € H(X) aus unserer Basis. Diese sind
natiirlich nicht die Potenzen einer Klasse v € H(X). Wir verzichten daher bei (v)y
auf die Klammer.

BEISPIEL 3.18. Die Kohomologie von X[l ist nach (3.16) der Gewicht-3 Anteil
in F(H(X)). Dieser wird nach (3.12) aufgespannt von den Elementen:

q1lv1] q1[va] g1 [vs] |0)
q2[v1] q1[v2] |0)
Q3[Ul] \0>

wobei die v; die Basis (1,7!,...,7%2,vol) von H(X) durchlaufen. Eliminieren wir
doppelt vorkommende Vektoren, erhalten wir eine Basis:

(kohom.) Grad | H(X) H(X)®? Sym?®(H(X))

12 vol?

10 volg vol; vol? 74
8 | volz  volyvi, 44 voly vol? 11, voly yin?
6| 75 voly 11, 957, 12 voly - voly 7i1y, yin{~¥
411 L, 1) voly 13, 7ini
2 101, 1t
0 13

1,7 und k laufen hierbei von 1 bis 22. Wir haben die Notation u; = ¢;[u] und die
Konventionen aus (3.17) verwendet.
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4. Die Cup-Produkt-Paarung

Die Nakajimaoperatoren erlauben nicht nur die Kohomologie als Vektorraum
zu beschreiben. Auch die Schnittpaarung kann man aus ihnen gewinnen.

DEFINITION 3.19. Die Schnittpaarung auf H ist die symmetrische Bilinearform
(1, ), die auf homogenen Elementen o € H(X ), 3 € H(X[™) gegeben ist durch:

(o, B) == bnm /X[n] a.f

LEMMA 3.20. Seien o € H(X), 3 € H(X!"*),u € H(X). Es gilt

(v [ aaitds= [ (alda)s.

Mit anderen Worten q;[u] und (—1)'q_;[u] sind adjungierte Operatoren bzgl. (-, ).

BEWEIS. Dies ist ein bekanntes Resultat iiber Korrespondenzen, siehe z.B. [8].
Fiir ¢ > 0 gilt nach Definition von ¢;[u] und Projektionsformel:

(V[ aasluls= [ apor(9).pri)Ensd)
= [ P (ont @) pri(9). pr3u) (2
X[n]

= / pri(a@). pr5(8). pra(w).[En—i -
X[n] ><X["+i] X X

Andererseits:

/X[,L / prs, (pr (@) pry(u).[En.)).0
e

pra, (pri (o )pré(ﬁ)pré(u)[En,z])
-/ pri(a). prj(8). prs (u).[Z.. 0
X[n]x XIn+il x X

Das Integral iiber zwei Klassen komplementiren Grades kann man nun bestim-
men, indem man diese zunédchst als Polynom in den positiven Nakajima Operatoren,
angewendet auf das Vakuum |0), schreibt. Danach kann man mit Hilfe des Lemmas
und der Kommutatorregel (3.7) erreichen, dass nur noch negative Operatoren auf
das Vakuum wirken.

BEMERKUNG 3.21. Der kanonischen Isomorphismus XM 2 X wird auf der Ko-
homologie durch die Abbildung: u — ¢1[u] |0) realisiert. Es gilt also insbesondere:
(01[u10), 1 [¢] 0)) = g(u, v) fir alle u, v € H(X).

Etwas allgemeiner kann man zeigen

LEMMA 3.22. Fir alle i € N und u,v € H(X) gilt:
(a:[u] 10), @:[v]10)) = (=1)"q(u, v)

BEWEIS.

(¢i[u] 10), ¢:[v] |0))

—1)"(10). g-1[u]q;[v] 0))
=1 ((=1)(10), q(u, v) [0)) + (|0}, gi[v]a—1[u] [0)))
=( 1) q(u,v) 0
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BEISPIEL 3.23. Die kleine Diagonale § : X — X[ ist eine Untervarietiit der
(komplexen) Kodimension 4. Die Fundamentalklasse [d] ist also ein Element von
H®*(XPl). Um sie auszurechnen, interessiert uns insbesondere die Schnittpaarung
auf H3(XB]) » HY(XB]).

Seien v,v',d,8" € H?(X). Die Schnittpaarung auf H¥(XB) x H*(X ) ist gege-
ben durch:

(5-) volg  voly 71 VOI% 11 voli vy vol; 11

15 3

1261 _2(] (’77 6)

1% voly 2

1192 —2q(7,9)

11010} q(7,8)q(v",8") + q(v,0")a(v', )
Es bezeichnet dabei ¢(_, -) die Schnittpaarung auf der Fliche X. Es wurden wieder

die Konventionen aus (3.18) fiir die Nakajimaoperatoren verwendet. Leere Felder
stehen fiir 0.

BEWEIS. Wir beweisen exemplarisch die Formel (vols 1, 1201) = —2¢(7, d):
(=1)%(m, vol 2 1561)
(71, (12 vol—2)d1) + (71, (=2¢(vol, 1))d1)
= (71,1261 vol_2) — 2(v1,61)
—2q(v,0)

Dabei wurde verwendet: Lemma (3.20), die Nakajimarelation (3.7) und Bemerkung
(3.22). O

(vola 1, 1261)



KAPITEL 4

Das Cup-Produkt

Aus der Beschreibung von H als Modul iiber der Heisenberg-Algebra konnten
wir die Produktpaarung konstruieren. Fiir das volle Cup-Produkt haben M. Lehn
und C. Sorger in [16] eine Beschreibung im Falle von projektiven Flichen mit
numerisch trivialem kanonischen Divisor gefunden. Das Resultat besagt, dass die
(singulére) Kohomologie des Hilbertschemas X ("] mit der Orbifold-Kohomologe des
globalen Quotienten S"X = X"/&,, iibereinstimmt.

Die Autoren konstruieren eine Folge von Endofunktoren

"', Frob — Frob

in der Kategorie der graduierten Frobeniusalgebren. Wendet man diesen Funktor
auf die Kohomologie einer solchen Fliche an berechnet der Funktor die Kohomologie
des n-ten Hilbertschemas und zwar als Algebra, d.h. mit Cup-Produkt.

Die Konstruktion dieses Funktors ist recht aufwendig. Zunéchst miissen wir
unsere Grad und Vorzeichenkonventionen anpassen, um den Kontext graduierter
Frobeniusalgebren zu erfiillen. Die Algebra A"l konstruiert man nun als zentrale
Unteralgebra einer grofieren, nicht kommutativen Algebra A{&,,}, deren Definition
intensiv die Kombinatorik der symmetrischen Gruppe verwendet. Wir betrachten
dabei Tensorprodukte, die durch Bahnen der Operation von Untergruppen der sym-
metrischen Gruppe &,, auf [n] indiziert sind. Um keine Anordnung dieser Bahnen
wahlen zu miissen, definieren wir ein ungeordnetes Tensorprodukt mit den Eigen-
schaften, die man etwa von der ungeordneten Summe ,,,, gewohnt ist. Obwohl
die Konstruktion konzeptionell relativ einfach ist, bringt sie einigen zusétzlichen
Aufwand mit sich. Dem Leser sei empfohlen, das Kapitel zunéchst zu iiberfliegen
und sich an den konkreten Beispielen der hinteren Unterabschnitte zu orientieren.

GENERALVORAUSSETZUNG 4.1. In diesem Kapitel sei X eine projektive K3
Flache.

1. Die Graduierung

Wir hatten im letzten Abschnitt homogene Operatoren ¢;[u] € End(H) vom
Bigrad (i,deg(u) + 2(i — 1)) konstruiert. Der kohomologische Grad wird also von
diesen Operatoren in etwas unangenehmer Weise verindert. Wir koénnen dieses
Fehlverhalten korrigieren, indem wir die Graduierung von H etwas anpassen. Die
modifizierten Versionen der Operatoren und Réume verzieren wir mit einem (7).

DEFINITION 4.2. Sei Y eine komplexe Mannigfaltigkeit der Dimension d. Setze

d
H'(v) = HUY), H(Y)= @ a(Y)
i=—d
und _ R
H:= PHXM)2n] = PHXM)
n>0 n>0

Fiir ein homogenes Element u € ICIk(Y) bezeichne aje/g(u) := k den verschobenen
Grad.

21
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Wir modifizieren nun die Vorzeichen der Nakajimaoperatoren.

DEFINITION 4.3. Sei i > 0, setze

o))

iu] = gyl
A_slu] = (=1)"q_;ul.
Man beachte, dass sich das Vorzeichen bei der Definition von ¢; fiir negative i

mit dem eben eingefiihrten wieder authebt. Mit den Bezeichnungen aus (2) gilt:
q-i[ulor = pry, (pr3(e). prs(u).[En—il).

Der Operator @;[u] ist nun homogen vom Grad von &%(qi [u]) = H%(u) Den
Integraloperator modifizieren wir ebenfalls durch ein Vorzeichen:

DEFINITION 4.4. Sei X eine K3-Fliche wir setzen:
T:I]I(X)—>(C,u»—>—/ u.
X
Fiir das Hilbertschema setzen wir:

T:HXM)=HXM) —C,a— (—1)”/ a.
XIn]

BEMERKUNG 4.5. An der Form von (3.7) hat sich nichts verédndert. Es gilt:

2. Frobenius-Algebren

DEFINITION 4.6. Eine graduierte Frobeniusalgebra (A, T, 1) ist ein endlich di-
mensionaler graduierter C-Vektorraum A = EB?:_ 4 A" mit einem graduiert kom-
mutativen und assoziativen Produkt A ® A — A vom Grad d mit Einselement
1 € A~ zusammen mit einer Linearform T : A — C derart, dass (a,b) — T'(ab)
eine nicht ausgeartete Bilinearform ist.

BEISPIEL 4.7. Die verschobene Kohomologie ﬁ(Y) einer kompakten komplexen
Mannigfaltigkeit der Dimension d wird eine graduierte Forbeniusalgebra beziiglich
Cup-Produkt und dem Integral.

Insbesondere sind (H(X), [,1x) und (A(X™), [, 1) sowie (H(X),T,1x) und
(H(X[),T,1 ) graduierte Frobeniusalgebren.

Die Kohomologie einer K3 Fldche ist eine kommutative Frobeniusalgebra. Da
wir die Konstruktion nur fiir diesen Spezialfall anwenden wollen, konzentrieren wir
uns hier auf den kommutativen Fall.

Sei A eine kommutative Frobeniusalgebra. Die n-te Tensorpotenz A®" ist wie-
der eine graduierte Frobeniusalgebra:

(a1®®an)(b1®®bn) = (a1b1®...®anbn)
T ®...Qa,) = T(ay) - T(an).

Fiir a; € A% sei deg(a1 ®...®a,) := Y, k;. Die symmetrische Gruppe &,, operiert
durch Permutation der Faktoren von rechts auf A®™:

(a1®...®@a,) T:=(Ar11)® ... ®Ar-1(n))
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3. Ungeordnete Tensorprodukte

Es stellt sich als niitzlich heraus, das Tensorprodukt von Frobeniusalgebren
auch fiir ungeordnete Indexmengen zu definieren.

DEFINITION 4.8. Sei I eine endliche Menge mit n Elementen. Es bezeichne [n]
die Menge 1,...,n und O(I) := {f : [n] =, I} die Menge der Anordnungen von I.
Wir definieren:
Gn
(4.1) A®T = ( D A®")
feon)

G, operiert hierbei simultan (von links) auf der Indexmenge und (von rechts) auf
jedem Faktor A®™. Die Operation auf O(I) ist gegeben durch 7« f := f o L. Fiir
a=(as); € Dreo A®" und 7 € &, setze: a7 = (ay  7)r.s.

Die Operation auf der Summe ist eindeutig festgelegt durch die Forderung, dass
das folgende Diagramm kommutiert:

A% —— Do) A" L gen
£ J
EBon(I) A®n m A®n
In der Tat ist A®T somit genau der projektiven Limes iiber die Familie
{AF" = AT} bres,-
Hierbei steht Ay fiir eine Kopie von A.

Wir verdeutlichen die Operation noch einmal auf Elementniveau: o € A® ist
ein Tupel von Tensoren o = (a{ ®...®al);. Fir 7 € 6, gilt:

a-r = ((al®...®d) 7)ry
= (ai,l(l) ®R...x0 a_lfr,l(n))fowfl
_ fom form
= (00 ®...®a; 71 ,))f

BEMERKUNG 4.9. Sobald wir eine Ordnung d.h. eine Bijektion ¢ : [n] — [
wihlen, konnen wir A®™ kanonisch mit A®! identifizieren.

lg 101 Q... an — (aﬁ(l) ®...Q aﬂ-(n))goﬂ— = (a(g—lof)(l) ®R...Q a(g—lof)(n))f
ist ein wohldefinierter Isomorphismus.
BEWEIS. Wir miissen zeigen, dass Bild von ¢, ganz im &,,-invarianten Teil von
Do) A" enthalten ist. Es gilt:
(Lg(al ®R...Q an)) T = (a(gflof)(l) ®R...x0 a(gflof)(n))f ST
= (ato(for)(r=1(1)) @ - ® Ag=10(fom))(x~1(n))) s
= (ag-1op) ® - @ agg-10)(m))s
= (a1 ®...®a,).
Man iiberzeugt sich leicht davon, dass die Projektion auf den Summanden zu g eine

Inverse definiert. O

BEMERKUNG 4.10. Haben wir nun ein durch I indiziertes Tupel (a;);er,a; € A
gegeben, so kann man nun dem Ausruck ®;cra; € A®! einen Sinn geben. Man
wihle eine Bijektion f : [n] — I und setze (®icra;) := ty(afa) ® ... ® aygepy). Das
erhaltene Element ist unabhéngig von der Wahl von f.
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4. Multiplikationsabbildungen

Sei nun v : [n] — [k] eine surjektive Abbildung. Wir definieren eine Abbildung
m(v) : A®" — A®* durch Ausmultiplizieren der Urbilder:

4R ... R a, — H G®...® H
)

a;
iev—1(1 iev—1(k)
Wir wollen dies nur fiir beliebige surjektive Abbildungen verallgemeinern: Seien I, J

zwei endliche Mengen mit Kardinalitdten #I = n, #J =k und sei ¢ : I — J eine
surjektive Abbildung. Wéhle nun eine Bijektion f : [n] — I und definiere

P AP = A% (0 ® ... ®af)ecom) — (Mg opo fl(a] ®...®a})),
Man verifiziert, dass ¢} nur Werte im &,, invarianten Teil annimmt und dass die
Definition nicht von der Wahl von f abhéingt. Aus der Definition ist unmittelbar
klar, dass ¢* ein Homomorphismus von Algebren vom Grad d(#1 — #J) ist.

Es sei weiter

Oyt A®T A%l
die adjungierte Abbildung zu ¢*. ¢, ist kein Ringhomomorphismus. Fasst man A®”

vermoge ¢* als A®T Modul auf, so ist ¢, ein Modulhomomorphismus. Mit anderen
Worten, es gilt die Projektionsformel:

Vb e A% a € A®7 . p.(a-p* (b)) = pu(a) - b
Betrachte nun die Abbildung:
ALL A9AS A

wobei A, die Adjungierte zur Multiplikation A bezeichnet. Das Bild von 1 € A
unter der Komposition heifit Eulerklasse e = e(A4). Wird A~¢ von 1 erzeugt, so
gibt es einen eindeutigen Erzeuger vol von A% mit (1, vol) = 1. In diesem Falle gilt
e = x(A) vol. Dabei ist x(A) := >.(—1)"dim(A?) die Eulercharakteristik von A.
Da wir A als kommutativ vorausgesetzt haben, ist A* = 0 fiir ungerades i. Es gilt
also x(A) = dim(A).

Sei v : I — Ny eine Abbildung. Setze:

e = @icre’® € A®T,
5. Die symmetrische Gruppe

DEFINITION 4.11. Sei w € &,,. Der Grad von  ist definiert als:
|| :=n — [n]/(7) = min{m|r = 71 ... 7y, 7 Transposition}
Der Grad ist invariant unter Konjugation, hingt also nur vom Zykeltyp ab. Au-
Berdem ist er stabil unter der Standardeinbettung &, C &,,41 induziert durch
[n] C [n+1].
Der Graphdefekt ist definiert als: g(my,m2) : [n]/ {71, m2) — Ny,

B 22+ #B — #B/(m) — #B/(r) — #B/{m, m)).

Dass der Graphdefekt tatséchlich Werte in N annimmt, ist a priori nicht klar.
Lehn und Sorger schreiben in ([16]) g als Eulerzahl einer speziell konstruierten
Riemannschen Fliche.

BEISPIEL 4.12. Wir berechnen fiir den Fall &3 den Graphdefekt. Sei 7, 71,79 €
S3, 7,7 € &3 Transpositionen, o € &3 ein Dreizykel, B € A/(m,m3). Die folgen-
den Aussagen folgen leicht aus der Definition:

e ¢ ist symmetrisch.
e #B =1 dann g(m,m2)(B) =0.
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e g(m,id) =0.
o g(m,m 1) =0.
o (1,0) = &3, Alle Nebenklassen C' € A/(r, o) haben Mé&chtigkeit #C = 1.
Es folgt: g(r,0) = 0.
e Es gelte 7 # 7/, dann ist: g(7,7") = 0.
e g(0,0)({1,2,3}) = 1.
Damit haben wir g auf &3 vollstdndig bestimmt.

6. Das Modell

Betrachte die graduierte Frobeniusalgebra

A{ Gn} — @ A/ ()
T€ES,
Die Symmetrische Gruppe operiert (von links) auf sich selbst durch Konjugation:
o1 = oro~t. Die Operation von &,, auf [n] induziert Bijektionen

o : [n]/(m) — [n]/(°T), x> ox
fiir alle 0 € G,,. Wir erhalten Isomorphismen:
o* + A®M/A Ty p®[nl/ (T

Damit kénnen wir eine Rechtsoperation der symmetrischen Gruppe &,, auf A{&,,}
definieren:
(ax)x 0= (0"(ax))er = (07 (ar))r-
Wir setzen nun:
A= AL 5,150,

LEMMA 4.13. Es gilt:
Al >, (A)
wobei v alle Partitionen von ), iv; = n durchliuft. T, (A) steht dabei fir den
Gewicht-n Anteil im Fockraum tber A.

BEWEIS. Die Konjugationsklasse eines Elementes m € &,, ist durch den Zykel-
typ eindeutig festgelegt. Wir kénnen die Summation iiber die symmetrische Gruppe
in eine Summe iiber den Zykeltyp, d.h. die Partitionen von n, und eine Summe iiber
alle Konjugationsklassen eines Elementes ersetzen:

A{S,)} :@ @ A®In]/(m)

v g, [n]=v
&, operiert nun auf jedem Summand einzeln. Die Anzahl der Zykel der Lange k
von 7 ist durch v, gegeben.
Die Abbildung: o : [n]/m — [n](°r) respektiert Zykelldinge. Wir kénnen also
nach Lange der Zykel sortieren und erhalten wieder eine Operation auf den einzelnen
Faktoren: Z(m, k) :={B € [n]/m | #B = k},

A8)/(m) ®A®Z(k,ﬂ).
k

Jeder Faktor A®Z(*™) ist auf nicht kanonische Weise isomorph zu A®"*. Der Nor-
malisator von 7 in &,, operiert auf Z(k, ). Diese Operation ist transitiv. Ein in-
variantes Element (ar), € A{S,,} muss also komponentenweise im symmetrischen
Teil von A®Z(#™) liegen. Dieser symmetrische Teil ist nun kanonisch isomorph zu
Sym"*(A), da jede Wahl einer Anordnung auf symmetrischen Tensoren dieselbe
Abbildung induziert. Es gilt also:

( EB A®[n}/<w>)6n:( EB SymukA)Gn

w,[7]=v 7, [7]=v
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Die Operation auf der rechten Seite vertauscht nur noch (transitiv) die Summan-
den. Damit ist die erste Aussage des Lemmas bewiesen.

Die Isomorphie von F,(A4) = H(XM) zu @, &, Sym" A hatten wir bereits in
(3.14) festgestellt. Wir wollen jedoch einen speziellen Isomorphismus zu Al fest-
halten. Betrachte zunéchst die Abbildung:

O A{Gn} —TF,(A),

(®Bem/x AB)res, ] Z ( H Q#B lag ) 0)

€&, BE€n
Diese ist &, -invariant und surjektiv. Damit ist die Elnschréinkung auf Al" ebenfalls

surjektiv. Ein Vergleich der Dimensionen liefert nun die Injektivitét. U

DEFINITION 4.14. Sei 7 = (r{...rL )(ri...72)) ... (r} .. 7k ) die Zykelzerle-

ny na
gung eines Elementes 7 der symmetrischen Gruppe G,,,n = Z n;. Wir erhalten da-

mit eine Anordnung der Nebenklassen [n]/(m) = {{r{,..., 7} },... . {rk,. .., 7k }}.
Diese induziert nach (4.9) einen Isomorphismus:

Lt ARR s A® /() x(r).

Ist die Zykelzerlegung nicht vollstéindig in dem Sinne, dass nicht alle Elemente von
[n] aufgefiihrt sind, so sind die verbleibenden als Einszykel anzuhéngen. Nach (3.7)
ist der so erhaltene Isomorphismus unabhéngig von der gewéhlten Reihenfolge.

BEISPIEL 4.15. Wir bestimmen den Isomorphismus aus dem Beweis von (4.13)
fiir den Spezialfall von G&3:

O A{S;) — F(A),
a®b®c (1)(2)(3) — 1/6 q1]algi [blg1[c] [0) = 1/6 aibicy

a®b (12) = a®b (12)(3) + 1/6 galalar[b]|0) = 1/6 asb,
a (123) — 1/6 gs[a] |0) =1/6 a3

Die Inverse ist gegeben durch:
U :F(A) — AP
atbicr — (a@bRc+a®@c@b+ - +c®@b®a)(1)(2)(3)

azby = 2(a®b(12) +a ® b(23) + a ® b(13))
as  +— 3(a (123) + b (132))

Wir haben dabei die Kurznotationen aus (4.14) und (3.17) verwendet.

7. Das Cup-Produkt

Seien G C H C &,, Untergruppen. Die Inklusion G C H induziert eine Surjek-
tion von Bahnenrdumen: ¢ : [n]/H — [n]/G und somit Abbildungen:

O = o o AR/, p®[/G ynd o =, 1 ARG pelI/H
Fiir zwei Elemente 7, p € G,, setze nun:

My p ABMI/(m) o A®RI/{p) _, A®[n}/<7r'ﬁ>7

a®@b finpy (np) (fSm8med (g) . LR (me) (p) . 9(mp)y
Dabei ist g(m, p) : [n]/{m, p) — Ny der Graphdefekt.
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SATZ 4.16 (Lehn,Sorger [16]). Das Produkt:
A6, x A{6,} — A{G,}
(am,bp) — my ,(a @ b)mp
ist assoziativ, &, invariant und homogen vom Grad nd.

SaTz 4.17 (Lehn,Sorger [16]). AlM ¢ A{G,} ist ein kommutativer Unterring.
Unter dem Isomorphismus aus (4.13)

~ %

A ()l =~ 717 (x
stimmen das Cup-Produkt und das Produkt aus (4.16) tiberein.

Das folgende Lemma vereinfacht die Berechnung der Adjungierten des Cup-
Produkts auf der Flache:

LEMMA 4.18. Sei Y ein kompakter topologischer Raum, m : HY) @ H(Y) —
H(Y),u ® v — w.v das Cup-Produkt, [A] € H(Y xY) die Fundamentalklasse der
Diagonalen A CY xY. Es sei eq,...,ep € H(Y) eine Basis der Kohomologie,

€1y...,Ek die duale Basis: fY e =0;;.
Unter dem Kiinnethisomorphismus HY xY) 2 H(Y) @ H(Y) gilt:
k
[A] = Z €; Qg
i=1

Die Adjungierte von m ist gegeben durch:
ur (u®1).[A]
BEWwEISs. Das Cup-Produkt ist definiert als u.v = A*(u ® v). Es gilt also:

/ny(u®v).[A]:/Yu.v

Nach Poincarédualitét reicht es

/ny(u@)v)'(iei@ﬁi):/yu.v

fiir alle u,v € H(Y") zu zeigen:

/ny(u®v).(§;ei®ei) = ﬁ;(/yu'ei)(/yv'ei)
= /Y“-(é(/yv.si)ei)

(4.2) - /Y wv

Nun zur zweiten Behauptung. Die definierende Eigenschaft der Adjungierten lautet:

/ m(u,v).w = / (u.v).w :/ (u®v).m*(w)
Y Y Y XY
fiir alle u,v,w € H(X). Es gilt aber

/ (v®v).A®w).[A] = / (u® (vaw)).[A]
Y XY Y XY

= /Y(uv)w

was die Behauptung beweist. O
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BEISPIEL 4.19. Wir betrachten wieder den Spezialfall X3, Bei den Elementen
von A{G3}, A = H*(X), unterscheiden wir folgende Félle:

(a; ® a; ® ax)(8)(5)(k)-(b; @ by @ be)(0) () (k)  =(aib; ® a;b; ® arbk)(i)(j)(k)
(a; ® a; @ ax)(i)(5)(k)-(bij @ by ) (i) (k) =(aia;bij ® agby)(ij) (k)
(a; ® a; @ ax)(i)(5)(k)-(bijr) (i5k) =(a;a;arbiji)(ijk)
(ai; ® ay)(ij) (k) (bi; © by)(ij) (k) =(m"(ai;bij) @ arbr)(i)(5) (k)
(aij ® ay)(if) (k) (bjr @ b;)(jk)(4) =(aijarb;rbi) (ijk)
(aij ® ay)(ig) (k) (bijr)(ijk) =(m"(ajjarbijr) ® (aijarbijr))(7k) (i)
(aij ® ay)(if) (k) (birs) (i) =(m"(ajjarbijr) ® (aijarbijr))(ik)(j)
(aijn)(i5k)(biji) (ijk) =24m" (aijibiji vol) (ijk)
(aijn) (i5k)- (birs ) (i) =mj(aijrbijr) (id)

Es bezeichnet m : A® A — A die Multiplikation und m3 : A A® A — A die
Multiplikation von 3 Elementen aus A. Mit f* bezeichnen wir die adjungierte von
f bzgl. T'= — [ (!). Im Falle A = H"(X) ergibt sich:

22
m' 1l — —(V01®1—|—1®V01+Z’7i®’7i)
i=1
7' = —(vol®y' 4+ 9" ® vol)
vol +— —vol®vol
m3:1 — vol®vol®l+ vol®1 ® vol+1 ® vol ® vol
22
+Y (Ferel+7e1ey +189 @9)
i=1

v = vol@vol @7 + vol @7 ® vol +4° @ vol ® vol
vol +— vol®vol® vol

BEISPIEL 4.20. Wir berechnen nun einige Produkte von Klassen in H?(X).
Sei v =Y a;y' € HA(X), 4% = Zfi:l a;a;j [ iy - vol =: a - vol.

139112y, = 21®1074+10v701+v21®1)(1)(2)(3)))2
= 418197 +187*®1++°©1®1)(1)(2)(3)
1Y 7+7010y+787®1)(1)(2)(3)

N

1 1
= 4-3: 61111(’72)1 +8-3- 6117171

= 2(/ v%) 13 vol; +4 1177
X

Inll = 210197+10701+721®1)(1)(2)(3)
2(1®1(12) +1®1(23) + 1 ® 1(13))
= 4(1®~v(12)+1®~v(23) + 1 ®v(13))
+2(y®1(12) + v ® 1(23) + v ® 1(13))
= 21m+47hL
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151151, = 4(1®1(12) +1®1(23) + 1 ® 1(13)) 2
= 4((m* (1) @ 1)(1)(2)3) + (m*(1) @ 1)(2)(3)(1)
+(m™ (1) ©1)(1)(3)(2)) + 12 (1(123) + 1(132))

= 2(=2voly 13 — 2’71%11 +213)

= —4vol; 17 -2 Alyili +4 1,

— 413-21,10,,
Dabei wurden die Tabellen (4.19) und die Konventionen aus (3.17) verwendet. Die
Isomorphismen von H(XB!) zu H(X)B! wurden nicht notiert.






KAPITEL 5

Nodale Kurven und Hilbertschemata

1. K-Theorie
Wir wiederholen kurz einige Resultate tiber Vektorbiindel:
DEFINITION 5.1. Es sei S ein Schema, setze

K*(S) := Z] {Vektorbiindel auf S}/ = | /exakte Sequenzen

und
K. (S) :=Z[ {Kohérente Garben auf S}/ = ]/exakte Sequenzen.
Ein Morphismus f : S — T zwischen Schemata induziert eine natiirliche Abbildung
' K(T) — K*(S), E — f*(E)
durch Pullback von Vektorbiindeln. Falls f eigentlich erhalten wir
fi: K.(S) — ,F e Y (-1)'RUf(F
120
dabei sind R'f.(F) die hoheren direkten Bildgarben (vgl. [12]).

BEMERKUNG 5.2. Sei f : S — T ein endlicher Morphismus und F' eine kohéren-
te Garbe auf S. Die Fasern von f sind nulldimensional. Nach ([12] I11,11.2) ist damit
Rif, =0 fiir i > 0 und somit f, = f,. Insbesondere ist fiF eine Garbe, keine forma-
le Linearkombination in K, (T). Ist f flach und F lokalfrei, so ist auch f, F lokalfrei.
Die selbe Aussagen gelten, falls f nur eigentlich aber f : supp(F) — T endlich.

SATZ 5.3. Sei S glatt, dann ist der kanonische Dualitdtsmorphismus

K*(5) — K.(5),
der ein Vektorbindel auf seine Schnittgarbe abbildet, ein Isomorphismus. In diesem

Falle unterscheiden wir nicht zwischen K* und K, sondern schreiben einfach K.

LEMMA 5.4. Sei f: S — T ein eigentlicher Morphismus glatter Schemata. Fiir
E e K(T),F € K(S) gilt die Projektionsformel:

Hf(B)® F)=E® fi(F)
SATZ 5.5. Sei S ein glattes Schema iber C. Der Cherncharakter induziert eine
natirliche Abbildung
K*(S) — H*(S), E — ch(E)
in die (singulire) Kohomologie. Das heifit ch(f*(E)) = f*(ch(FE)).
SATz 5.6 (Grothendieck-Riemann-Roch [8] ). Sei f : S — T ein eigentlicher
Morphismus glatter Schemata, dann gilt fiir alle E € K(S):

h(i(E)). td(T) = f.(ch(E).td(S))
Dabei ist td(S) = td(7s) das Todd-Geschlecht des Tangentialbiindels.

LEMMA 5.7. Sei S glatt, projektiv, A : S — S x S die Diagonale, dann gilt
ch(AL(E)) = A,(ch(E).td(S)™1).

31
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BEWEIS. Riemann-Roch lautet in dieser Situation:
A, (ch(E).td(S)) = ch(A|(E)).td(S x S).

Nach (5.2) kénnen wir Ay durch A, ersetzen. Aus der Multiplikativitét von td und
Projektionsformel folgt weiter:

A.(ch(E). td(S)). td(S x §)~*
=A,(ch(E). td(8).A*(td(S x §)~1))
=A,(ch(E). td(S).A%(pr} (td(S)). pr3(td(S))) )
—A, (ch(E). td(S)1). O

LEMMA 5.8. Seien S, T glatte Schemata, T projektiv, E € K(SxT), dann gilt:
ch(pryy(E)) = pry.(ch(E). pr3(td(T)))
BEWEIS. Wie eben kénnen wir schlieflen:
ch(pry(E)) = pry, (ch(E). td(S x T)). td($) "
— pr,, (ch(E). td(S x T). pri (td(S) ™))
= pry.(ch(E). pry(td(T))) O
2. Chernklassen tautologischer Biindel
GENERALVORAUSSETZUNG 5.9. In diesem Kapitel sei X eine projektive Fléche.

DEFINITION 5.10. Sei E ein Vektorbiindel iiber X, {(A4,z) | x € A} =&, C
X[ % X die universelle Familie. Das tautologische Biindel ist definiert als:

EM = pri,(prs E® Og,).

Die Faser iiber einem Punkt [¢] € X[ ¢ € X d.h. einem Unterschema von X ist
also gerade El([¢]) = HO(¢, E).

Mit Hilfe des Satzes von Riemann-Roch kann man die Chernklassen von E[™
aus den Chernklassen von E bestimmen:

DEFINITION 5.11. Sei v € H(X). Mit den Bezeichnungen von oben gelte:
ul™ = pry *(prh(u. td(X)). ch(E,)).
LEMMA 5.12. Damit ist:
ch(EM) = ch(E)M,
BEWEIS. Nach (5.8) gilt:
ch(EM) = ch(pry, (pr3(E) © Oz,))

pri. (ch(pr3(E) ® Oz, ). pra(td(X)))
= pry.(pra(ch(E). td(X)). ch(Ox,))
Die Projektion von Z,, auf X" ist endlich. Somit stimmen pr,, und pr,, fiir dieses
Biindel iiberein (vgl. (5.2)). O

In [15] gibt M. Lehn eine Darstellung der Chernklassen von E™ in der Fock-
raumbeschreibung von H(XPl). Im Spezialfall von Geradenbiindeln gilt:

SATZ 5.13 (Lehn). Sei £ € Pic(X). Es gilt:

S ey = exp |~ 3 T2 g e | 10)

m
n>0 m>1
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BEMERKUNG 5.14. Sei E ein Vektorbiindel vom Rang r auf X. Cherncharakter
ch und Chernklassen (¢;);=1,...,» von E kann man ineinander umrechnen. Es gilt:

1 1
ch=r+c + i(C% —2c2) + é(c? —3c1.ca+3c3) + ...

Wir kénnen den Cherncharakter als Potenzreihe in den Chernklassen schreiben:
¢h € Q[[e1, ca, - . .]]. Diese Potenzreihe ist invertierbar. Bezeichnen wir die Kompo-
nenten des Cherncharakters mit ch;, so findet man:

1 1
c=1+chy +§(Ch? —2chg) + 6(_ ch? +-6¢h; . chy —3chz) + ...

Die inverse Potenzreihe bezeichnen wir mit € € Q[[chy, chg, .. .]]. Fiir eine Klasse
u = uy+u +us+...,u; € H(Y) schreiben wir etwas verkiirzend €(u) statt
C(ug, ug,usg, . ..). Mit dieser Notation:

Ch(c(E)) =ch(E) und €(ch(E)) =c(E).
BEMERKUNG 5.15. Fiir ein Geradenbiindel £ gilt ch(£) = exp(c1(£)) und
daher
e(LM) = €(exp(er (£))M)
Aus der letzten Bemerkungen folgt, dass in der Formel (5.13) nur die Klasse
¢(L) eingeht, nicht das Biindel £ selbst. Man kann sich also fragen, ob (5.13) auch

fiir nicht algebraische Klassen gilt. S. Bossiere und M. Nieper-Wifl)kirchen zeigen in
[13] diese Verallgemeinerung:

SATZ 5.16 (S. Bossiere, M. Nieper-Wilkirchen [13]). Sei v € H*(X),u =
exp(y) =1+ v+ 372 Es gilt:

(5.1 e =en [~ EX 01 047] 1)

n>0 m>1

BEISPIEL 5.17. Wir bestimmen nun den Gewicht-3 Anteil der linken Seite von
(5.1) fiir eine Klasse v € H*(X). Die relevanten Teile des Exponenten aus (5.1)
sind:

1 1
- 5(12 +72) + 5(13 +73).-

Berechnen wir nun die Gewicht-3 Anteile der Potenzen:

A=(11+m)

Az = é(ls +73)
(A%)s3 = —(Li+m)(12+72)
(A%3 = (11+m)°

Mit den Kurznotationen aus (3.17) ergibt sich:
3] 1, 5 1, 5
Clexp(7)™) = As+ i(A )s + E(A )3
1 1
= 5(13 +93) — 5(1112 +1Liv2 +71la + 7172)
1
+2 (143131 + 31197 +97)
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Sortierung nach kohomologischem Grad ergibt:

1
(5.2) Coexp()?) = 61‘% = 1xp
3] 1 1 2

Cyi(exp(7)™) = —511124'511’71
1 1 1 1

¢ B = Z13— 1190 — —yilo + —1142

2(exp()™) 31373 172 271 2+2 171
1 1 1 .

¢ By = -z 3

s(exp(7)™) 3B~ 5N e

3. Die Fundamentalklasse der Diagonalen

GENERALVORAUSSETZUNG 5.18. In diesem Abschnitt sei X eine projektive K3
Fliche.

SATZ 5.19. Sei 6 : X — XBl die kleine Diagonale (vgl. Kapitel 1, Absatz 2).
Die Fundamentalklasse von § ist gegeben durch:

[8] = 24 vols +3vol2 1, +3 3 vol; 7ivi.

K3

Mit der Notation aus (3.8):
[6] = 24V013 +1(17171)

BEWEIS. Die Dimension von X ist zwei, X3 hat Dimension 6. Die Kodimen-
sion von ¢ hat ist demnach vier. Die Fundamentalklasse ist also ein Element von
H®(XB). Aus der Fockraumbeschreibung (3.18) von H(X!) erhalten wir:

H8(XPl) = C(vols,~i voly, 44 voly, vol? 1y, voly vivd 4,5 = 1,...,22).
Der allgemeine Ansatz lautet also:
(6.3)  [0] =avolg+ Z biryi volg + Z civsvoly +dvolf 17 + Z eij voly vivl.
i i i

Wir berechnen die folgenden Integrale auf zwei Arten, woraus wir lineare Bedin-
gungen an [0] gewinnen:

(54) [ Blealexp)®) und [ (gl (expn)

X131

dabei ist y € H*(X). Wir verwenden zuniichst Poincarédualitit, um die Integrale
itber X3 in Integrale auf X zuriickzufithren. Fiir o € H(XB) gilt:

/X[B][é].a:/X(;*(a).

Wir berechnen nun 6*(ul®!), u := exp(y). Dabei benutzen wir folgende Bezeichnun-
gen:
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Es gilt:
5 () = 6 (pry, (pri (utd X). ch(0=,))
— by, (3 (pri(utd X). ch(0=,)))
— iy (pr}(wtd X). ch(Oa2))
— iy (pr}(1td X). ch(Oa & Au(92)))
— Doy (pr}(wtd X). ch(A. (Ox ®0x))
= pry, (pr}(u.td X).AL(3 — 24 vol). tdy")
Pro, (AL (A% (pr}(u.td X)).(3 — 24 vol).(td X) 1))
= w.td X.(3 — 24vol). td '
= u.(3 —24vol)

Dabei wurde Riemann-Roch in der Version aus (5.7), Projektionsformel und die
Exaktheit der folgenden Sequenz von Garben auf X x X benutzt:

0 — IA/TA = Au(Qx) — Opz — Op — 0.
Es geht weiter:
5 (€(ul)) = €(5* (b)) = €(exp()-(3 — 24vol))
=C(3+3y+ 372 — 24vol)

1
=1+3y+ 5(972 — 372 + 48 vol)
=143y +3y% +24vol

Wir finden also fiir unsere Integrale (5.4):

(55) [ leaem)®) =214 [ 2
und
(5.6) (AMWQEWWWV=2Af

Wir koénnen diese Resultate nun mit dem Ansatz (5.3) vergleichen. Die Fockraum-

beschreibung von €(exp (7)) haben wir in (5.2) berechnet.
1 1
& (exp()F) = 513 —orlhi— g

Aus der Tabelle (3.23) entnehmen wir:
[ leatexn()®)
X3l

/X[B] (avols + Z by volg + Z ey voly +dvol? 1, + Z eij voly vid)

i,

3N

(11 1 11+12)
-332 271221’)’1

1 1 . 1 .
= ga/volg.lg — 2;b1/V012’yi12’}/1 — 2;ci/voll "}/511’72
1 i 2
+3 ; eij [ voliviyi-1ing
= a+ > biq(v, )+ e aviy +Zeu a(v',7) a(v’,7)

L1y —
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Wir setzen nun v = ty* mit einem freien Parameter ¢t € C.
/ 18].€(exp(trF)E) = a + t(b + cx) + 2ewr.
X3l

Zusammen mit (5.5) erhalten wir:
(5.7) 24 + 3t% = a + t(by + c) + t2ep

fiir alle k =1,...,22. Wir sehen also: a = 24, by, = —cy, exr, = 3.
Nun zur zweiten Gleichung: Wir miissen das Produkt

. 1
¢ (exp(7)F)? = 1(1%% —1;1,)*

im Kohomologiering von X[?! berechnen. Im Beispiel (4.20) haben wir die wesent-
lichen Berechnungen schon ausgefiihrt:

(1371 — 1115)% = (131)% — 21391151, + (1214)°
= 2((/72)1% voly +2 llfyf)
—4(1271 +2721y)
—4 VOll 11 -2 Z 11’)/1’}/1 + 413

Wir setzen wieder v = t7* und verwenden (3.23), um zu schliefien:
[ oo
X3

/ o (avols + Z bﬁl voly + Z 0172 vol; —|—dvol1 1, + Z ei;j voli "/171)
X

,J

1
(13 — 1} vol, —3 Z’Y Yl = tH(La7y +211795) + (L + 21% voly))

<G/V013.13 —d/vol% 1,.1% vol; — Z e”/'yl'yl vol; A4ty )

l?] 1

—t (Zbi/volgvi.lgyf—|—220i/v011 75.117§>
+12 (Zezg/’h% volp FyF1, + d/v011 1;. 11v011)

[2Y)

22
= (Ba—2d- Z en) + t(2bk +deg) + t2(2€kk +d)
1=1
Wir erhalten eine zweite Gleichung;:
22

(5.8) 9> = (3a—2d — > ey) + t(2by, + 4ex) + £* (2exk + d)
=1

Zusammen mit (5.7) erhalten wir:

a = 24
by = 0
c. = 0

d = 3

Ckk — 3
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fir alle k = 1,...,22. Es bleibt noch ey; = 0 fiir & # [ nachzuweisen.
Nach dem nachfolgenden Lemma (5.21) gilt:

/[5]%7{11 =0

fiir alle ¢ # j. Mit dem Ansatz fiir [4] gilt aber auch:

/[§]~%‘7{11 Z ekl/’h’h vol 717

k=1
22

= z ek1(61i0k; + 61;0k:)

k=1
(5'9) = ey tej

Da aber ~{v] vol; = ~v} vol;, kénnen wir annehmen e;; = ej;. Wir erhalten die
Aussage. O

LEMMA 5.20. Sei X eine glatte, projektive Fliche, o € H(X™). Setze
Z:={(4,B) | Ac B} c X" x xn+1l,
Dann ist: ¢1[1]a = pry, (pri(@).[F)]).
BEWEIS. Nach Definition ist ¢;[1]a = prs, (pri(e). pri(1).[E,,1]). Dabei ist
Zn1 = {(x,A,B) | AC B, supp(Za/Ip) = {z}} C X x X" x xn+1]

mit der reduzierten Unterschemastruktur. Die Projektion auf die letzten beiden
Faktoren bildet =, 1 isomorph auf = ab, denn zwei Unterschemata (4, B) € X (]
X[+ mit A ¢ B unterscheiden sich immer in genau einem Punkt. Es bezeichne

i 8,1 — X x XM x X[+ ynd 5 2 — X x X[+ die Inklusionen. Damit
gilt:

q1[1a = pry, (pra(a). pri(1).[En 1))
= pr. (pra(a).[Ena])
= pra. (i« (i" (pra(a))))
=prglz, ., (Pralz, (@)
= prylz, (pry|z(@))
= pry, (pri(@).[E]). U

LEMMA 5.21. Seien u,v € H*(X) zwei Klassen mit u.v =0, so gilt:
/[5].11U1U1 |0> =0

BewELs. Identifizieren wir X! mit X, so ist nach (3.21) v; |0) = v. Der Ope-
rator u; : H(XM) — H(X[P]) ist iiber die folgende Korrespondenz definiert:

X x X x x2

X0 x X[
Fiir alle o € H(XM) gilt: uy(a) = prg*(pr}‘( ). prs(u).[Z2.1]), dabei ist
Zo1 = {(z,y,A) € X x X x XP' | supp(4) = {z,y}} ¢ XH x X x X1

Nach Lemma (5.20) kénnen wir in der Korrespondenz zu 1; den Faktor X weglas-
sen:
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X2 « x13]

PN

x| Y13
Es gilt: 11(a) = pra. (pri(a).[E]), dabei ist
=={(A4,B)| AcB}c X x xB.

Wir kénnen die Komposition der Operatoren ausrechnen indem wir die Korrespon-
denzen komponieren (vgl. [8]). Dazu betrachten wir in XM x X x X x X die
Untervarietiten priss(Z2.1) und pry; (Z). Der Schnitt

Y:={(z,y,4,B) | AC B,supp(4) = {z,y}}
hat Dimension 6 und ist somit eigentlich. Es sei Y = Y, U- - -UY}, die Zerlegung in ir-
reduzible Komponenten. Das Schnittprodukt im Chowring ist nun eine ganzzahlige
Linearkombination der Klassen [Y;].
Der Pushforward dieser Klasse unter der Projektion auf die ersten beiden und

den letzten Summanden ist eine Linearkombination der Bilder der Komponenten
prios(Yi) =: Z;. Es gilt in jedem Falle:

Z =7 U...UZ, =pros(Y) ={(z,9,B) | 34 € XB': A ¢ B,supp(A) = {x,y}}
={(z,y,B) | {z,y} C supp(B), (x =y = Linge(B,) > 2)}
c XM x x x xB

Insgesamt haben wir damit:

1iugvy |0) = pry, (pri(v). pra(u Z a;[Z

fiir gewisse a; € Z. Um jetzt das Produkt mit der Dlagonalen zu berechnen, be-
trachten wir folgendes kartesische Diagramm:

X0 % X x X — X1 X x X0

lpfg J{Prs

X x13]

>

Es gilt demnach:

[ a0 = [5G ori0)- prite). S alZ])
= / pr, (8™ (pri(v). pry(u Zaz
X
= pri(v). pri( a8
/}(xXll]xX 1 2 Z
- / ke pri (v). pr (u).[Ag]
XxXMxXx

= k:/ vau=0
X

Dabei ist Az = {(z,z,z) | * € X} C X x X x X die Diagonale. Die letzte
Umformung folgt aus der Identitdt: u.v = A*(pri(u). prs(v)). Der Schritt von der
dritten auf die vierte Zeile folgt aus der Beobachtung, dass &’ ~!(Z) = Az und daher
§'~1(Z;) € As. Nun tragen nur die die Komponenten der Dimension zwei zum
Integral bei. A3 = X hat jedoch keine echten Unterschemata der Dimension zwei.
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Wir kénnen also & 1(}; a;[Z;]) durch k[Aj] fiir eine natiirliche Zahl k ersetzen.
(Aus dem Beweis von (5.19) wissen wir k = 6). O

BEMERKUNG 5.22. Seien C, D C X zwei glatte Kurven mit transversalem
Schnitt. In diesem Falle kénnen wir unsere Ergebnisse explizit iiberpriifen. Setze:
V:={Ae XB|0esuppA}
W= {{a,b,c}reqd € X |a€C,be D, a,b,c verschieden }~
Wir erhalten die Fundamentalklassen direkt als Produkt von Nakajimaoperatoren:
2[V] =vol; 111; und [W]=[C]1[V]i14

Der Schnitt von V' und W mit § ist die Menge aller fetten Punkte, die in C'N D
konzentriet sind und hat die erwartete Kodimension (6). Wir miissen daher nur die
Schnittmultiplizitédten berechnen. Nach Wahl von étalen Koordinaten kénnen wir
annehmen, dass X = C? und C, D die Koordinatenachsen sind. Diesen Fall haben
wir bereits in Kapitel 1 Abschnitt 3 untersucht. Wir erhalten:

/[V].[é]:S und /[W].[é]:ﬁ/[C}.[D}

Andererseits konnen wir dieses Schnittprodukt auch in der Nakajimabasis berech-
nen (vgl. 3.23):

1
/[V][(S] = 5 /VOll 1111[6] = %/Voh 1111.11 VOll V011 =3

und

Damit haben wir unser Resultat noch einmal experimentell bestétigt.

4. Linearsysteme auf K3 Flichen

GENERALVORAUSSETZUNG 5.23. In diesem Abschnitt sei X eine projektive K3
Fliche.

SATZ 5.24. Sei L € Pic(X) ein Geradenbiindel und V C H°(X, L) ein linea-
rer Unterraum der Dimension 2. Fir alle [s] € P := P(V) habe V(s) nur nodale
Singularititen. Setze

ng == #{[s] € P | V(s) hat k Doppelpunkte},
dann gilt:
> kg = 24+3/c1(c)2.
E>1
BEWEIS. Wir betrachten die folgende Inzidenzvarietét:
Z:={(A[s]) e XBIxP| A cCV(s)}

Z parametrisiert endliche Unterschemata der Lénge 3, die in einer Kurve des Li-
nearsystems enthalten sind. Sei nun V'(s) glatt, dann hat V(s) keine Unterschema-
ta vom Typ C[z,y]/(2?, vy, y?). Der Tangentialraum an V(s) hat nidmlich immer
Dimension Eins, der an C[z,y]/(z,y)? ist zwei-dimensional. Ist V(s) singuliir, so
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finden wir nach (5.26) fiir jeden Doppelpunkt ein solches Unterschema. Als Menge
gilt also offenbar:

Znprit(0) = {(A,[s]) | AC V(S),ZTs = m2, {z} = supp(A)}} c XBI x P

Dieser Schnitt besteht aus genau ), ., k nj, Punkten. Es bleiben damit zwei Dinge
zu zeigen: Der Schnitt ist transversal und

/[Z}.prf([é]) = 24+3/01(£)2.
Dies ist der Inhalt der Lemmata 5.29 und 5.30 weiter unten. O

KOROLLAR 5.25. Sei £ € Pic(X) ein Geradenbiindel und V C H*(X, L) ein
linearer Unterraum der Dimension 2. Fir alle [s] € P :=P(V) habe V(s) hdchstens
einen Doppelpunkt. Dann gilt:

#{[s] € P | V(s) singulir} =24 + 3/01(£)2.
LEMMA 5.26. Sei C' C X eine singuldre Kurve. Dann enthdlt C' ein Untersche-
ma, isomorph zu Spec(Clz,y]/(x,y)?).

BEWEIS. Sei C singulér an p € C, dann ist dimcQc(z) = dimem/m? = 2
mit m ;= me, C Oc,. Seien a,b € Oc¢, mit m/m? = C(a, b). Wir erhalten einen
Ringhomomorphismus

f:Clz,y] = Ocs = a,y —b.
Dieser induziert nach Konstruktion einen Isomorphismus:
Cle,y]/(2,y)* — Oc,z/m?.

Das zu m? assoziierte Unterschema von C' erfiillt somit die Behauptung. O

LEMMA 5.27. Das Geradenbiindel L = pr} (L) @ pr5(O(1)) auf X x P hat einen
kanonischen Schnitt mit Verschwindungsort A = {(z,[s]) € X x P | x € V(s)},
dem universellen Divisor.

BEWEIS. Es sei
0— O(-1) — V&cOp — Tp(—1) — 0
die Euler-Sequenz auf P. Auf X haben einen kanonischen Morphismus
(5.10) VecOx — L

induziert durch die O x-Modul-Struktur von L.
Ziehen wir diese Morphismen nun hoch auf das Produkt X x P, erhalten wir
eine Abbildung:

(5.11) pry(O(=1)) — V ®c Oxxp — pri(L)

oder dquivalent einen Schnitt in pri(£) ® pr3(O(1)).

Um den Verschwindungsort dieses Schnittes zu bestimmen, identifizieren wir die
Abbildung auf Biindelniveau. Sei O(—1) das zu O(—1) und L das zu L assoziierte
Geradenbiindel. Es gilt

O(-1)={(v,)) |[vel} CcV xP.
Die Abbildung (5.10) ist gegeben durch
VxX—L, (vz)—v(x)eL
Also ist die Komposition (5.11)
O(-1)x X = LxP, (v,l,z) — (v(zx),])
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Der Verschwindungsort dieses Schnittes ist demnach
{(z,)) e X xP|ov(zx)=0Vvel}=A O

LEMMA 5.28. Die Inzidenzvarietit Z = {(A,[s]) € XPl xP | A C V(s)} ist der
Verschwindungsort eines Schnittes von E := pri(LP) @ pr(O(1)).

BEWEIS. Sei Y ein Schema, zu einem Unterschema A C Y haben wir eine
exakte Sequenz von Oy-Moduln:

Sei B C Y ein weiteres Unterschema. Die Aussage A C B ist dquivalent dazu,
dass Oy — O4 iiber Oy — Op faktorisiert. Nach der universellen Eigenschaft des
Kokerns ist dies dquivalent zum Verschwinden des Morphismus

IB —>OY —>OA.

Sei V(s) der Verschwindungsort eines Schnittes [s] € P und A € X d.h.
A C X ein Unterschema der Linge drei. A C V(s) ist demnach dquivalent zum
Verschwinden der Komposition ¢ : £V =2 Ty(s) — Oxxp — Oa.

Wir wollen dieses Kriterium fiir einen Punkt (A,[s]) € X x P nun fiir die

gesamte Familie entwickeln. Wir haben relative Versionen der Sequenz (5.12): Auf
X xP

0—>Lv—>0Xxp—>OA—>O
und auf X x X

0 —)153 - OXXX[B] - 053 — 0.

Diese induzieren exakte Sequenzen auf X x X! x P durch Pullback entlang der
(flachen) Projektion auf X x X¥ bzw. X x P. Der Morphismus ¢ hat eine globale
Version:
@ : prig(LY) — Oxyxxiixp — pri2(O=,).

® ist somit ein Schnitt in pris(L) ® pris(Og,).

Ein Schema A € X Bl ist genau dann in V(s) enthalten, wenn die Einschrinkung
von ® auf die Faser iiber (4, [s]) € XB x P identisch verschwindet. Mit anderen
Worten prag, (®) € prag, (priz(L) ® priy(0O=,)) = 0.

Es gilt nun
Prog. (priz(l) @ prip(Oz,)) = pros.(pri(£) @ pr3(O(1)) @ priy(Oz,))
= pr3(0(1)) ® prag, (pri(£) @ priz(O=,))
= pr3(O(1)) ® prag, (pris(pri(£) ® O=,))
= pr3(0(1)) ® prl(prg*(pﬁ( ) ® Oz,))
= pr3(O(1)) @ pri(£F)
was die Behauptung beweist. O

LEMMA 5.29. Der Schnitt Z N pry *(0) ist transversal.

BeEwEIs. Nach Wahl von étalen Koordinaten kénnen wir annehmen, dass X =
C?% = Spec(C[z,y]) L = Ox,V = C{xy, 1). Wir berechnen nun explizit die Sequen-
zen aus (5.28). Seien a,b, A, B, C, D lokale Koordinaten fiir das Hilbertschema X
mit:
I= = (ﬂ2 + (AZ + By) + 2(AC — B?),
—zy + (Bz + Cy) + (AD — B(C),

(5.13) #? + (Cz + Dy) + 2(BD — C?)
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Z:=x—a,y:=y—>b. Wir wihlen eine lokale Koordinate t = zy auf P = P(V). Der
universelle Divisor ist nun gegeben durch:
0 — (zy —t) — Clz,y,t] — Op — 0
Auf dem Produkt X x XBl xP > Spec(Clz,y,a,b, A, B,C, D,t]) =: Spec(R) haben
wir nun den Morphismus
®:(xy—t)R— R— R/I=R
Nun ist R 2 (zy — t)R vermoge 1 — xy — t, und damit
Homp((zy —t)R, R/I=R) = Homp(R, R/I=R) = R/I=R.
Unter diesen Isomorphismen wird ® auf zy — ¢ € R/Z=zR abgebildet. Der Pushfor-
ward entlang prys bildet R/Z=R als R-Modul auf R/Z=R als S := Cla, b, A, B,C, D, t]-
Modul ab.
Aus den Gleichungen (5.13) entnimmt man, dass R/Z=z R ein endlicher S-Modul,
frei erzeugt von 1, x,y ist. Entwickeln wir nun zy — ¢ in dieser Basis, erhalten wir:
xy—t = —axb—ya—ab+ (B(x—a)+C(y—0))+(AD— BC) -1t
= 1(—ab—Ba—Cb+ AD — BC —t)+ x(—b+ B) + y(—a+ C).
Der Verschwindungsort Z von ® gehort also zum Ideal Z, = (ab + Ba + Cb —

Ad+ BC +t,b— B,a— C) C S. Die kleine Diagonale wird in diesen Koordinaten
beschreiben durch Iprl—l s = (A,B,C,D). Die Summe der Ideale berechnet man

leicht zu (¢,a,b, A, B,C, D) C S. Der Schnitt ist somit transversal. O
LEMMA 5.30.
[1z1om3(00) =21+3 [ uio)?

BEWEIS. Nach dem letzten Lemma ist Z ist der Verschwindungsort eines Schnit-
tes eines Rang 3 Biindels E auf X[ x P. Wir erhalten die Fundamentalklasse von
Z als Top-Chernklasse von E:

[Z] = c3(E) = s (LN @1+ eo(LNY @t + ey (LP) @ 2 + 1 & ¢

wobei t := ¢1(O(1)). In der Kiinnethzerlegung von H(X Bl xP) gilt: pri([6]) = [§]®1.
Wir erhalten

/[Z].pr’f([(ﬂ) = /(03(5[31) 1+c(LBYot+ea(Phet? +10t3).(0®1)

/ co(LP).[6]

da das Integral von t*.1 iiber P = P! trivial ist fiir alle k # 1. Dieses Integral haben
wir bereits in (5.19) berechnet:

/CQ(L[?’I).[&] = 24+3/c§(c) 0
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